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Prefacio

No decorrer de nossas tarefas didrias, nos deparamos com
situagdes corriqueiras que envolvem nods, tais como amarrar
os cadarcos de sapatos, gravatas, realizar tarefas com cordas
no campo, etc. Entretanto, no rigor do dominio matematico,
o estudo dos nds nio trata desses supracitados que, em geral,
possuem extremidades desconexas. Para a definicdo topol6-

gica, um né ndo pode possuir pontas soltas.

Durante muitos anos diversos cientistas achavam que os
noés pertenciam a Matematica Pura, com a inexisténcia de apli-
cacOes praticas. Contudo, a medida que as pesquisas cientifi-
cas avancaram, demonstrou-se que os nds pertencem a Mate-
matica Aplicada. Em 1973, o matematico inglés John Conway
(¥1937,12020) sugeriu um experimento imagindrio no qual
realizava a alteragdo dos cruzamentos de um né cortando e co-
lando os fios. Tais movimentos assemelham-se a alguns que

ocorrem nas cadeias do DNA. As pesquisas também indica-



ram aplicacOes da Teoria dos Nds na Fisica Quantica.

E importante ter ciéncia de que estudar nés nio é tarefa
facil, pois algumas caracteristicas ainda ndo foram completa-
mente compreendidas. Nao sabemos, por exemplo, se é pos-
sivel colocd-los em ordem crescente ou se existe uma forma
de diferencia-los em sua totalidade. Por outro lado, sabe-se
que algumas de suas propriedades assemelham-se as observa-
das nos nimeros. Horst Schubert (x1919, $2001), matematico
alemao, descobriu no final dos anos 1940 que uma soma co-
nexa nodal apresenta similaridades com a multiplicagdo nu-
mérica. Exemplificativamente, um no trivial é diluido numa
composi¢cdo com outro nd sem alterd-lo, desempenhando ta-
refa andloga a do nimero 1 na condi¢do de elemento neutro
da multiplicacdo. Além disso, os nés também podem ser fa-
torados em primos ou compostos, assim como Ocorre com 0s

nameros.

O matemitico alemdo Kurt Reidemeister (%1893, 11971)
contribuiu decisivamente para o avanco do estudo dos nés com
sua ideia de projetar a estrutura tridimensional no plano para
formar diagramas, sobre os quais € possivel aplicar movimen-
tos capazes de realizar deformagdes na busca de equivaléncias
e, consequentemente, permitir a tabulacao que € o grande ob-

jetivo da teoria.

No capitulo 1 deste livro trataremos brevemente do de-



senvolvimento histdrico, ressaltando contribuicdes dadas por
diversos cientistas. No segundo capitulo serdo inseridos os
conceitos fundamentais, a saber, defini¢do de nd, isotopia am-
biente, movimentos de Reidemeister, primalidade, operagdes
de soma conexa, inversdo, quiralidade entre outros. No ter-
ceiro capitulo apresentaremos os invariantes, que sdo recursos
matematicos capazes de verificar equivaléncias. No quarto e
ultimo capitulo, este livro assume um carater mais didético,
voltado ao ensino basico. Nele, construiremos algumas suges-
toes de aulas para o Ensino Fundamental e Médio, decorrentes
de uma bem-sucedida experiéncia realizada por este autor em
parceria com alunos do Colégio Estadual Manoel Alcino do
Nascimento, em Graccho Cardoso - Sergipe, onde hé alguns
anos formou-se um grupo de estudos sobre a Teoria dos N6s

que demonstrou a viabilidade didatico-pedagégica do tema.
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Capitulo 1

Um Breve Historico da

Teoria dos Nos

E de conhecimento geral que a matemdtica da antigui-
dade desenvolveu-se muito gragas as necessidades cotidianas
da humanidade. Podemos lembrar que vérios povos antigos
utilizavam nés em cordas, com objetivo de contabilizar a pas-
sagem do tempo, medir comprimentos e amarrar objetos e ani-
mais. No entanto, o estudo topoldgico € datado a partir do sé-
culo XIX e suas descobertas mais importantes ocorreram no
século XX. Neste capitulo, falaremos brevemente sobre algu-
mas contribuicdes dadas por cientistas para o desenvolvimento
da Teoria dos Nés, ndo necessariamente em ordem cronolo-

gica.

17



1.1 Carl Friedrich Gauss

Considerado o precursor da Teoria dos N6s, o0 matemético
alemdo Carl Friedrich Gauss (%1777, 11855) tentou classificar
curvas planas fechadas com um ndmero finito de auto-inter-
secoes e também ocupou-se na tabulacdo de nds e enlaces.
Registros histéricos comprovam, ainda, que Gauss trabalhou
muito bem nessa drea de pesquisa, mas somente depois de sua

morte os resultados foram publicados.

1.2 Johann Benedikt Listing

Aluno de Gauss, o matematico alemao Johann Benedikt
Listing (x1808,11882), em 1847, estudou nés mateméticos e
sua classificacdo. Benedikt estava interessado no desenvolvi-
mento do cdlculo algébrico de diagramas, especificamente na
determinacdo de quando dois deles representavam o mesmo

nd, mas nio obteve muitos progressos.

1.3 William Thomson

O fisico britanico William Thomson (x1824,11907), na

tentativa de formular uma teoria atdmica consistente, vislum-
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brou no estudo dos nds a possibilidade de unir duas corren-
tes cientificas que dominavam as discussdes sobre o tema na
época: uma delas afirmava que a matéria era dotada de minus-
culas particulas rigidas, enquanto a outra sustentava a hipd-
tese de que era constituida de ondas. Thomson, conhecido a
época pelo titulo de nobreza Lorde Kelvin, recebido em 1866
da rainha Vitéria da Inglaterra, resolveu unificar as ideias. De
acordo com sua proposicao, o Universo era formado por um
imenso fluido invisivel denominado “€ter”, e os atomos se-
riam vortices nesse fluido no formato dos nds. Dessa maneira,
os elementos quimicos seriam representagdes nodais de dife-
rentes tipos, por exemplo, o 4&tomo de carbono um né trevo, o

oxigénio um no oito e assim por diante.

A teoria atdmica de Thomson foi interessante e resistiu
por algum tempo, mas declinou no decorrer dos anos € com o
avanco cientifico. Por outro lado, seus estudos em Termodina-
mica e leis de conservagdo de energia o promoveram ao status
de grande cientista da histéria da humanidade. Dentre suas
contribui¢cdes, vale salientar a escala absoluta de temperatura

que leva seu titulo até hoje (Kelvin).

1.4 James Clerk Maxwell

As ideias de Thomson sobre atomos nodosos interessa-

ram ao fisico e matematico britanico James Clerk Maxwell

19



(%x1831,11879), que estudava eletromagnetismo e idealizou
uma possivel conexdo com a Teoria dos N6s. Escreveu, en-
tdo, para Thomson e para Peter Guthrie Tait apresentando al-
gumas de suas proposicdes, dentre as quais afirmava que o nd
trevo era o mais simples atado em uma tnica linha e ainda ela-
borou equagdes para as curvas. Os dois interessaram-se, em
particular, pela possibilidade de representar nés como curvas

tridimensionais equaciondveis.

Em 1868, Maxwell passou a estudar mais profundamente
a topologia nodal. Com objetivo de descobrir se duas pro-
jecdes dadas representavam um mesmo nd ou enlace no es-
paco tridimensional, desenvolveu um sistema de rotulagem
para os pontos de cruzamento e arcos, onde cada arco era defi-
nido como a linha da proje¢do entre dois cruzamentos. Dessa
forma, propds possibilidades para regides delimitadas por ar-

cos. Vejamos 0s casos abaixo:

1. para regides delimitadas por um tnico arco, este era
simplesmente uma tor¢do imediata, podendo ser facil-

mente desfeita sem alterar a ligacdo (figura 1.1).

2. para as regides delimitadas por dois arcos, Maxwell en-

controu duas possibilidades (figura 1.2).

* uma regido criada com uma linha passando sobre
uma outra em dois pontos consecutivos. Dessa

maneira a linha superior pode ser movida de modo

20



que ndo atravessa o corddo inferior, isto €, ndo al-

tera o tipo de ligacdo.

* uma regido criada com uma linha passando por
cima e, em seguida, por baixo, de uma outra. Nesta
situacdo ja ndo € possivel mover uma das linhas

sem alterar o tipo de ligacao.

3. para as regides delimitadas por trés arcos, também exis-

tem duas possibilidades (figura 1.3).
* uma curva pode ser movida depois do cruzamento
das outras duas sem alterd-las.

* 0 movimento anterior ndo pode ser feito pois a in-
tersecdo das duas primeiras curvas impede o mo-

vimento da terceira nessa direcao.

Xl 0 XX

Figura 1.1: Re- Figura 1.2: Re- Figura 1.3: Re-
gido delimitada gido delimitada gido delimitada
por um arco. por dois arcos. por trés arcos.
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Maxwell também trabalhou com regides delimitadas por
quatro ou mais arcos, mas nao obteve sucesso. Seu trabalho
inspirou, quase 60 anos mais tarde, o matematico alemao Kurt
Reidemeister em sua pesquisa sobre diagramas de nds proje-

tados no plano.

1.5 Peter Guthrie Tait

O fisico e matemético escocés Peter G. Tait (x1831,11901)
nao ficou, a principio, convencido com a hipétese de Thom-
son sobre os dtomos. Mesmo assim, em 1876, propds uma
tabela completa de nés até um determinado nimero de cruza-
mentos, com o objetivo de associar a uma tabela de elementos

quimicos.

Peter Tait também interessou-se pela codificacdo de cru-
zamentos e por invariantes, que sio propriedades capazes de
verificar a equivaléncia através de diagramas. Um dos maiores
resultados de suas pesquisas sobre a enumeragdo foi a cons-
tatacdo da existéncia de ndés que poderiam ser deformados de
destros para canhotos ou vice-versa, sem alteragdes estrutu-
rais. Ele classificou esse tipo de n6 como aquiral (ou reflexivo)
e também verificou que o n6 oito enquadra-se nessa classifica-
¢d0. Sua aposentadoria das tarefas de tabulac@o praticamente

encerrou a teoria atdbmica de Kelvin, ja que esta dependia do

22



seu trabalho.

1.6 Thomas Penyngton Kirkman

Peter Guthrie Tait logicamente sabia que o gigantesco pro-
blema da enumeracdo demandava a reunido de especialistas
com altissima qualificacdo. E nessa captagdo de talentos, rece-
beu a ajuda de Thomas Penyngton Kirkman (x1806,11895),
matematico britanico, estudioso de problemas combinatdrios
envolvendo grafos e hipergrafos. Kirkman viu a enumeragdo
de n6és como um problema andlogo ao de sua pesquisa com
grafos planares e percebeu que torcer movimentos ndo era via-
vel, isto €, as equivaléncias através de tais operacoes deveriam

ser desconsideradas.

Em maio de 1884, Thomas Kirkman enviou para Tait a
enumeracao das projecdes de todos os nos até 10 cruzamentos.
O trabalho dos dois foi combinado e apresentado na Royal

Society of Edinburgh, pouquissimo tempo depois.

1.7 Charles Newton Little

Charles Newton Little (x1858,11923), um americano, Ph.D.

em matematica, enviou para Peter Tait uma tabela com enume-
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racdo de nds até 10 cruzamentos, pouco antes da publicacdo
dos trabalhos de Tait e Kirkman. Essa tabela, inclusive, serviu
como tese intitulada “On Knots, with a Census for Order 10",

na obtencdo do seu doutorado em 1885.

De posse desse material, Peter Tait foi capaz de comparar
e encontrar uma duplicacdo e omissao e também uma duplica-
¢do em sua propria lista. Em 1899, Little enviou para Tait um
trabalho que afirmava conter uma tabela completa de 43 nds
ndo alternados, distintos, com 10 cruzamentos € somente em
1974 foi identificada uma tnica duplicidade. Com o avango
das pesquisas sabe-se, atualmente, que existem muito mais

nds nao alternados do que alternados.

1.8 Wilhelm Wirtinger

Grupo fundamental do complemento de um n¢ €, basica-
mente, o que sobra do espaco apds uma exclusdo desse no.
Esse conceito foi estudado pela primeira vez em 1905, pelo
matemadtico austriaco Wilhelm Wirtinger (x1865, 11945), cujo
trabalho mostrou rigorosamente que o né trevo era muito bem
definido. Wirtinger compartilhou com Kurt Reidemeister, seu
colega professor na Universidade de Viena, um método para
calcular o grupo fundamental de um n6 através de uma proje-

¢do.
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1.9 Max Dehn

Max Dehn (x1878,11952), matemético alemao e aluno de
David Hilbert, interessou-se pela Teoria dos Nés trabalhando
para provar a conjectura de Poincaré. Embora nio tenha re-
alizado essa tarefa, desenvolveu um algoritmo distinto do de
Wirtinger para a constru¢do do grupo fundamental do comple-
mento de um enlace. Com isso, demonstrou que o nd trevo €
topologicamente diferente de sua imagem no espelho. A Pri-

meira Guerra Mundial interrompeu suas pesquisas.

1.10 Kurt W. Friedrich Reidemeister

Kurt Werner Friedrich Reidemeister (x1893,+1971), ma-
tematico alemao e Professor da Universidade de Konigsberg,
foi um dos mais importantes expoentes da Teoria dos Nos.
Através de grupos fundamentais, Reidemeister mostrou que
todas as projecdes de um enlace eram relacionadas por uma
sequéncia de trés movimentos batizados com seu nome. Até
hoje, esses movimentos sdo fundamentais para compreender
as deformagdes que ocorrem nos diagramas em busca da equi-
valéncia e receberdo o devido destaque nos capitulos seguin-
tes deste livro. Abaixo vemos ilustracdes dos movimentos de

Reidemeister.
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000 LR KA

Figura 1.4: Movi- Figura 1.5: Movi- Figura 1.6: Movi-
mento R mento Ry mento Rj3

1.11  James W. Alexander

James W. Alexander (x1888,11971) foi um importantis-
simo matematico americano, conhecido no meio cientifico co-
mo um dos fundadores da Topologia. Suas pesquisas sobre 0s
noés através de grupos de homologia, convergiram para o de-
senvolvimento de um notdvel invariante polinomial. Nos ca-
pitulos 3 e 4 trataremos o polindmio de Alexander com maior

especificidade.

1.12 Horst Schubert

O matemadtico alemdo Horst Schubert (x1919,+2001), no
final dos anos 1940 conseguiu perceber que a soma conexa de
nds apresenta algumas semelhangas com propriedades da mul-

tiplicagdo de nimeros. Ele observou, por exemplo, que um né
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trivial ndo altera outro n6 quando efetua-se uma composic¢ao,
isto €, comporta-se semelhantemente ao nimero 1 na condi-
¢ao de elemento neutro da multiplicagdo. Tal fato contribuiu

para a compreensdo da decomposicdo primaria nodal.

1.13 John Horton Conway

Na década de 1960, John H. Conway (x1937,12020), ma-
tematico britanico, desenvolveu um método para codificacio
que favoreceu a tabulag@o de todos os enlaces de até 10 cruza-
mentos sem, contudo, detectar a duplicagcdo existente na lista
de Charles Little de nds alternados de 10 cruzamentos. Em
seus trabalhos, Conway conseguiu descobrir 11 omissdes e
uma duplicac@o na lista de Little de nés alternados com 11
cruzamentos, mas a sua propria lista de nés ndo alternados
continha quatro omissdes ignoradas até o final de 1970. Sua
colaboracdo com a Teoria dos Ns foi ainda mais contundente
com a criagdo do seu préprio invariante, conhecido como o

polindmio de Conway.

1.14 Vaughan Frederick Randal Jones

Vaughan F. R. Jones (x1952,12020), matematico neoze-
landés, desenvolveu em 1984 um novo polindmio invariante

de n6s. Em relagdo a outros invariantes polinomiais, o polino-
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mio de Jones apresenta a capacidade de distinguir muitos nds
de suas imagens de espelho. Por seu trabalho brilhante, em
1990 ganhou uma medalha Fields, o mais prestigiado prémio

para a pesquisa matematica.

1.15 Clifford H. Dowker, Morwen This-
tlethwaite, Jim Hoste e J. Weeks

Os matemadticos Clifford Hugh Dowker (x1912,11982),
canadense, especialista em Topologia e Morwen Thistlethwait,
britanico, foram os pioneiros na informatizacao dos proble-
mas de enumeracdo e conseguiram, no inicio de 1980, ela-
borar uma tabela de nés com até 13 cruzamentos. Posterior-
mente, no inicio da década de 1990, o matematico americano
Jim Hoste ajudou na retomada desses trabalhos para enumerar
todos os alternados de 14 cruzamentos. Juntos, Thistlethwaite,
Hoste e o matemadtico americano Jeffrey Weeks encontraram

1.701.936 no6s primos distintos.

Os recursos computacionais facilitaram o processamento
de dados mas também permitiram o surgimento de uma quan-
tidade absurdamente alta de novos nés. Em 2003, relatérios de
Hoste indicavam a tabulacdo de todos os primos e alternados
de 22 cruzamentos, realizada por S. Rankin, J. Schermann, e
O. Smith, com inacreditaveis 6.217.553.258 nos.
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Atualmente é possivel conhecer mais sobre esse assunto
através de softwares especificos, mas o problema de saber se
dois diagramas sdo equivalentes ainda persiste sem solugdo
definitiva. No préximo capitulo estudaremos os fundamentos

topoldgicos da Teoria dos Nos.
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Capitulo 2

Fundamentos da Teoria dos
Nos

Neste capitulo serdo apresentados os fundamentos da te-
oria matemadtica de nds, pertencente a Topologia, cujas apli-
cacOes sdo diversas e envolvem Fisica Quantica, teoria das

supercordas e até o estudo de cadeias de DNA.

2.1 A definicao de um né

Nao € uma tarefa ficil explicitar uma definicdo para um
né sem adentrar nas profundezas da Topologia. Por exemplo,
encontramos em (COELHO,2008) a seguinte defini¢do: “ Um
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né é um mergulho K : S < M3, onde M? é uma variedade
fechada, compacta e sem bordo, e orientdavel de dimensdo 3.”
Ja em (DIAS, 2004) encontramos a defini¢do: “Seja f uma
aplicacdo continua e injetiva da circunferéncia usual S' em
R3. A imagem K = f(S') diz-se um né.”

A defini¢do de n6 que apresentaremos neste livro depen-
dera de alguns pré-requisitos. Considere dois pontos a € b em
R3. Denotando por ab o segmento de reta que une a e b, su-

ponhamos um conjunto de pontos distintos (aj,az,a3,...,a,)

de R3. A unido dos segmentos aaz, axas,. . . ,an—14n, dpdy, €

denominada curva poligonal fechada.

a b a b
d c d C
Figura 2.1: Curva poli- Figura 2.2: Curva poli-
gonal fechada gonal fechada e simples

Contudo, € necessario verificar que alguns conjuntos de
pontos sdo capazes de produzir vdrias curvas poligonais que,
em algumas configuracdes, podem apresentar cruzamentos in-

covenientes para a definicdo que queremos (ver exemplo na
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figura (2.1)). Para escapar dessa limitagdo, delibera-se que se
cada segmento de reta intersecta exatamente outros dois por
seus pontos extremos, a curva é classificada como simples.
A figura (2.1) ilustra uma curva poligonal fechada, enquanto
a figura (2.2) ilustra uma curva poligonal fechada e simples.
Fundamentalmente, um no6 serd tratado aqui como uma curva

fechada e simples, obtida da unido de pontos em R3.

Feitas as devidas consideragdes, finalmente podemos apre-

sentar a seguinte definicao:

Definicao 2.1.1 Um né é uma curva poligonal simples e fe-
chada em R®. (LIVINGSTON, 1993)

Figura 2.3: N6 tri- Figura 2.4: N6
vial trevo.

Observe ainda que dois ou mais conjuntos ordenados de
pontos podem determinar um mesmo né poligonal. Por exem-
plo, considerando trés pontos consecutivos e colineares, e-
liminando-se o ponto localizado entre os outros dois ainda

preserva-se 0 mesmo segmento de reta que os contém, isto
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€, o mesmo no poligonal, porém, constituido por um conjunto

distinto do original. Vejamos a ilustracdo na figura (2.5).

Figura 2.5: N6 poligonal determinado por conjuntos distintos
de pontos

Definicao 2.1.2 Se o conjunto ordenado (py, p2, ..., pn) define
um no poligonal, e nenhum subconjunto ndo préprio orde-
nado define o mesmo no poligonal, entdo cada um dos ele-

mentos deste conjunto sdo os vértices do no poligonal.

Uma consequéncia imediata da definicdo acima é que o n6

trivial € um poligonal definido por trés pontos ndo colineares.

A partir daqui trataremos os nds como curvas “suaves’.

Note que isso ndo viola a defini¢do, ja que essa suavizacdo
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pode ser obtida pela unido de segmentos, em quantidade sufi-

ciente, num conjunto dado de pontos. Abaixo, ilustracdes de

curvas suaves.

Figura 2.6: No6 Figura 2.7: N6 Figura 2.8: No6
trivial. trevo. oito

Alguns no6s sdo tratados por nomes como o trevo ou o oito,
por exemplo, mas a maioria deles recebe uma classificacdo

numérica tabelada como na figura (2.9) abaixo.

Figura 2.9: Tabela pequena de nos

O primeiro nimero na representacdo indica a quantidade
de cruzamentos, enquanto o segundo nimero indica a posi¢ao
na tabela. Ilustrativamente, o né 7.5 € o quinto na classificacao
dos nés de sete cruzamentos. Alguns autores rotulam subscre-

vendo o segundo nimero ao primeiro (por exemplo 7s).
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2.2 Equivaléncia

Os nés podem ser apresentados em R> de formas muito
distintas e, continuamente, sofrer variagdes para gerar outros.
Esse processo de deformacdo continua e sem auto-intersec¢oes
de uma curva no espaco recebe o nome de isotopia. No en-

tanto, para a verificagdo de equivaléncia, o conceito bésico de

isotopia ndo € suficiente.

Figura 2.10: Acdo da isotopia sobre um né

De fato, considerando dois nés K; e K>, € uma isotopia
H:S'x[0,1] = M3 tal que H(x,0) = K; (x) e H(x,1) = K»(x),
Vx € S!, entdo K e K, sdo isotdpicos ao no trivial. (COE-
LHO,2008)

A figura (2.10) ilustra a acdo de uma isotopia comum apli-

cada sobre um nd. Observa-se que a curva € continuamente
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absorvida fazendo com que o trevo em questao seja reduzido
a um trivial. Esse fendmeno demonstra a necessidade de uma
isotopia ambiente nas relagdes de equivaléncia. Nela, o espago
inteiro € deformado juntamente com a mudancga de posi¢ao

dos arcos, garantindo a manuten¢do da estrutura topoldgica.

Defini¢do 2.2.1 Dois nés K e K' dizem-se ambientes isoto-
picos se existir uma aplicagdo continua H : R? x [0,1] — R3
tal que h; : R3 — R? é definida por: h, = H(—,t) é um homeo-
morfismo V't € [0,1], com hy = Idgs e hi (K) = K'.(DIAS,2004)

A figura (2.11) apresenta a transformacdo de um n6 em

trevo, de forma continua em R3. E um exemplo de isotopia

ambiente.

Figura 2.11: Isotopia ambiente sobre um nd

Por outro lado, ndo € possivel alterar continuamente (por
isotopia ambiente) um trevo até obter um trivial. A unica
forma de fazer isso seria através do rompimento do nd, desen-
lagamento e unido das pontas soltas apds o processo. Vejamos
a figura (2.12).
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Figura 2.12:

De uma forma geral, ao manipularmos modelos nodais fi-
sicos, observamos que as curvas sdo amarradas nos cruzamen-
tos e isso garante que toda isotopia sobre o né real é ambi-
ente. Tal constatagdo nos mostra que € possivel desfazer mas
ndo inverter, por isotopia ambiente, a posi¢ao das cordas num
cruzamento dado, isto €, trocar a linha de cima para baixo e
vice-versa pois, caso contrdrio, todo n6 seria trivial como ja
foi dito. A partir daqui nos referiremos aos nés ambiente iso-
tépicos através do termo “‘equivalentes”. Um dos principais
problemas em aberto na teoria € saber se dois nds sdo ou nao

equivalentes.

2.3 Projecoes: diagramas de nés

Neste momento, j4 sabemos que os nds sdo curvas no es-
paco. No entanto, boa parte do estudo sobre eles ocorre no
plano bidimensional, através de projecdes obtidas a partir das

formas tridimensionais. Tais projecdes, além de reduzir a di-
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mensao, possibilitam uma visualizacao simplificada e, conse-
quentemente, uma melhor manipulagdo. Com efeito, € possi-
vel tomar um né K e um plano o de R? e determinar uma pro-
jecdo ortogonal de K sobre o.. A imagem resultante denomina-

se diagrama de K.

Figura 2.13: N6 trevo e seu diagrama projetado no plano.

Num diagrama, em cada cruzamento, uma das linhas é
continua representando o arco que passa por cima, enquanto a
outra ndo € continua representando o arco que passa por baixo.
Além disso, por questdes de simplificacdo, a representacio
ocorre através de curvas planas suaves, isto é, um diagrama
pode ser compreendido como uma colecdo de curvas conti-
nuas, cujos arcos se encontram nos cruzamentos (geralmente

trés arcos em cada).
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As definicdes a seguir nos ajudam a compreender algumas

propriedades dos diagramas.

Definiciio 2.3.1 Dada uma projecio y : R? — o, o um plano
de projecdo, um ponto A € Y(R?) C o diz-se um ponto miilti-

plo se a pré imagem Wy~ (A) contém mais do que um ponto.
Definicao 2.3.2 A projecdo de um no K é regular se

* contém apenas um nimero finito de pontos multiplos.

* todos os pontos miultiplos sdo duplos e pontos de cruza-
mento, (COELHO,2008).

Um diagrama regular deve, portanto, possuir um nimero

finito de pontos de cruzamento.

Definicao 2.3.3 Dado um no K, o niimero de cruzamentos
c(K) é o menor possivel dentre todos os diagramas desse né.
O diagrama que possui ¢(K) cruzamentos denomina-se mi-

nimo de K.

Se um diagrama n@o possuir cruzamentos, representa o nd
trivial. Na@o existem nds com um ou dois cruzamentos € os Uni-
cos que possuem trés cruzamentos sao os dois trevos. Além
disso, um diagrama pode ser alternado ou nio alternado con-
forme o arranjo dos cruzamentos.
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X

C~—

Figura 2.14: 63: seis cruzamentos.

Definicao 2.3.4 Se um diagrama de no apresenta cruzamen-
tos que aparecem alternadamente por cima e por baixo ao

longo da corda, recebe a denominagdo de no alternado.

< {
Figura 2.15: Al- Figura 2.16: Nao
ternado alternado

2.4 Os Movimentos de Reidemeister

O matemadtico alemao Kurt Reidemeister desenvolveu mo-
vimentos capazes de provocar deformacdes sobre os diagra-

mas de nds e, consequentemente, verificar equivaléncias.
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Definicao 2.4.1 Os movimentos de Reidemeister sdo capazes
de alterar diagramas de nos, deformando continuamente seus

arcos ou alterando a relacdo entre os cruzamentos.

[Ro] Movimento simples de deformagdo dos arcos sem al-

teragdo de cruzamentos.

[R1] Movimento que introduz ou remove uma tor¢do no

XN

Figura 2.17: Movimento R;: tor¢do no diagrama

diagrama.

[R2] Movimento que introduz ou remove dois cruzamentos

001

Figura 2.18: Movimento R;: introducido/remocdo de cruza-
mentos

que cruzam ar

[R3] Movimento que faz passar um dos arcos do diagrama

por cima ou por baixo de um cruzamento.
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N/ .\,
I > I
'\ /N
Figura 2.19: Movimento R3: passagem do arco por cima ou
por baixo do cruzamento
A figura (2.20) apresenta uma transformacio através de

movimentos de Reidemeister. E apenas um exemplo que ilus-

tra o resultado do teorema que vem em seguida.

@ =~ (@)~

\D

Figura 2.20: Sequéncia de movimentos de Reidemeister
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Teorema 2.4.2 Dois diagramas D(K,) e D(K,) representam
nos equivalentes se, e somente se, existe uma sequéncia de

movimentos de Reidemeister que transforma K, em K>.

Embora o enunciado desse teorema seja de facil compre-
ensdo, sua prova € complexa e envolve topologia combinato-

ria, portanto, inapropriada para este livro.

2.5 Nos Orientados e Invertiveis

Nesta se¢do trataremos da orientacdo de diagramas de nos

e dos critérios que definem se um no € invertivel ou ndo.

2.5.1 A orientacio de um né

Definicao 2.5.1 Um no orientado apresenta uma direcdo es-

colhida de circulagdo.

Figura 2.21: N6 oito orientado
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Além disso, para cada cruzamento num diagrama atribui-

se um sinal conforme a figura (2.22).

AKX

Figura 2.22: Sinais usuais para cruzamentos

Note o n6 oito na figura (2.23) evidenciando os sinais de

seus cruzamentos, conforme a convengao usual supracitada.

Figura 2.23: N¢ figura oito com sinais nos cruzamentos
Definicao 2.5.2 A contor¢cdo W (D) de um diagrama orien-

tado D ¢ a soma de sinais de todos os cruzamentos.

2.5.2 O inverso de um no

Ja sabemos que um né € determinado a custa de um con-

junto de pontos (p1,p2,...,pn). Se esse conjunto de pontos
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caracteriza um sentido direcional ao nd, entéo o conjunto (py,

Pn—1,---P2,P1), determina um sentido contrério ao primeiro.

Definicao 2.5.3 O inverso de um no poligonal K definido por

um conjunto ordenado de pontos (pi1,p2,...,Pn) € 0 né6 —K

definido por (pp,..., P2, P1)-

Em outras palavras, o inverso —K equivale a K com orien-
tagcdo inversa. Observe ainda que, dado um conjunto de pontos
(p1,p2,---, Pn) definindo um no, existem vdrios rearranjos que
permitem descrevé-lo, por exemplo, (p3, p4,..., Pn, P1,P2) €

(p27p3>“'7pn7p1)'

P,

Py

Figura 2.24: Representacao poligonal do né trevo orientado
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Proposicao 2.5.4 Considere os nos K e —K e seus respectivos
diagramas D e D_g. Entdo W(Dg) = W (D_g).

Prova. Considerando um né K arbitrario, os cruzamentos pos-
siveis de seu diagrama Dk sdo aqueles representados na figura

(2.22). Se invertermos a orientagcdo do diagrama Dk obtemos

D_k, de modo que os seus novos cruzamentos serdo apresen-

tados conforme a figura (2.25). Observe que a altera¢do na

orientacdo do diagrama ndo modifica os sinais dos cruzamen-

tos, portanto, W DK W D_ K

XX

Figura 2.25. Cruzamentos do n6 —K

Figura 2.26: Sinais no n6 trevo: W(Dk) =3 =W (D_g)

Por exemplo, para um trevo e seu inverso tem-se que W(Dg)
=3 =W(D_g) (ver figura(2.26)).
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Definicao 2.5.5 Um né K é classificado como invertivel se K

e —K sdo equivalentes.

Como exemplo de né invertivel podemos citar o trevo.
Com efeito, tomando um diagrama do trevo com orientagdao
definida, é possivel aplicar uma sequéncia de movimentos de
Reidemeister até inverté-lo. A figura (2.27) abaixo ilustra essa

Q- Q =~ &

Figura 2.27: Sequéncia de movimentos de Reidemeister na
inversdo do trevo orientado

Abaixo segue exemplo de nd ndo invertivel.
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Figura 2.28: N6 ndo invertivel: 817

2.6 Reflexao de um né e quiralidade

Definicao 2.6.1 Dado um no K, a sua imagem refletida no
espelho é o né K, onde a reflexdo é feita através de um plano

em R3, isto é, pela transformacdo de um ponto (x,y,2) em

(x,y, _Z)'

A orientac@o de K é a mesma de K. O efeito imediato da

reflexdo de um né € a alteragao de todos os seus cruzamentos.

Figura 2.29: N6 oito e sua imagem refletida

Definicao 2.6.2 Um no é denominado quiral se ndo é equiva-
lente a sua imagem refletida no espelho. Do contrdrio ele é

aquiral (ou reflexivo).
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Figura 2.31: Exemplo: n6 aquiral

2.7 Soma conexa de nos

Ao tomarmos dois nés quaisquer com orientagdes defini-
das, podemos rompé-los em pontos determinados e unir as
pontas soltas de um com o outro sem introduzir um novo cru-
zamento. Esse procedimento denomina-se soma conexa. Para
facilitar a compreensdo dessa aritmética nodal, consideremos
os diagramas poligonais dos nds K| e K> definidos respectiva-
mente pelos conjuntos de pontos (p1,...,pn) € (q1,---,qr), 1, T

inteiros positivos.
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* Primeiramente posicionemos os diagramas de modo que
as suas orientagoes sejam concordantes, isto é, que per-
mitam a unido conexa preservando as orientagdes ori-

ginais.

* Tomemos os segmentos ab C p;pir1 C K1 e cd C q;q9+1
C K>, de forma que por eles ndo passe nenhum cru-
zamento e que estejam localizados mais ao exterior do

diagrama para facilitar o procedimento.

* Retiremos os segmentos ab de K; e cd de K, e efetuemos

a conexdo ad e cb sem acréscimo de cruzamentos.

Figura 2.33: N6 Figura 2.34: N6 Figura 2.35: soma
K orientado K> orientado K11K>

Se os diagramas ndo estiverem com orientagdes favora-
veis, € possivel rotaciond-los ou inverté-los, caso sejam in-
vertiveis, de modo a estabelecer uma posi¢do adequada a co-
nexdo. Nota-se que a soma conexa de nés € bem definida,
pois, dados K e K3, a operacdo K;fK> independe da escolha
de pontos para sua composi¢cdo. Em outras palavras K fK; é

unicamente determinada por K; e K.
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Proposicao 2.7.2 Considere os nos Ko, K1, K, e K3 orienta-

dos, onde Ky é o no trivial. Entdo,

1. KiﬁKO ~K;,ieN
2. KitK> = K»8K;
3. Kii(K28K3) ~ (K1HK2)EK3

4. Se K ¢ ndo trivial, K\1K> é ndo trivial.

O item /. € evidente pois o nd trivial € absorvido na soma
conexa (ver figura (2.36)). Os itens 2. e 3. também sdo fa-
cilmente comprovados. Com efeito, a soma conexa de nds
¢ comutativa, pois, tomando os diagramas de K| e K>, uma
composi¢do KfK, é unicamente determinada conforme su-
pracitado. Supondo que K;#K; foi obtido através de dois ar-
cos especificamente escolhidos de K| e K>, 0s mesmos arcos
podem ser escolhidos para K>#K. Analogamente, verifica-se
a propriedade associativa apresentada no item 3. Para o quarto
item, se K € trivial nada a provar, de acordo com o item /. Se
K> € nao trivial podemos supor por absurdo que K K> é tri-
vial e concluir que K é trivial e nao trivial. Uma consequéncia
imediata do item 4. é que se KK € trivial, entdo K; e K> s@o
triviais.
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D> (=%

Figura 2.36: Soma conexa entre n6 oito e nd trivial

2.8 Nos primos e compostos

Definicao 2.8.1 Um né K que é resultado de uma soma co-
nexa de dois nds ndo triviais é chamado de composto. Um no

ndo trivial que ndo é composto é um né primo.

Um n6 composto pode ser fatorado em primos, sem que haja
o trivial na fatoragdo. Se um né primo é fatorado como soma
conexa de dois nés, um deles é o proprio e o outro € trivial.
A figura (2.36) ilustra o n6 oito, primo, ¢ a figura (2.35) apre-

senta um né composto.

2.9 Enlaces

Definicao 2.9.1 Um enlace é a unido finita de nds disjuntos.
Em particular, um né é um enlace de uma componente. Um

enlace trivial é a unido disjunta de nos triviais no plano. (LI-
VINGSTON, 1993)
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Figura 2.37: Enlace trivial com 3 componentes

Abaixo, mais exemplos de enlaces.

Figura 2.38: En- Figura 2.39: En- Figura 2.40: En-
lace 8.3.6 lace 9.2.9 lace 9.3.20

O estudo dos nés também permite projetar enlaces sobre

um plano para obter diagramas.

Figura 2.41: Dia- Figura 2.42: Dia- Figura 2.43: Dia-
grama 8.3.6 grama 9.2.9 grama 9.3.20
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A numeracdo dos enlaces destaca a quantidade de cruza-
mentos, a quantidade de componentes e a posi¢ao na tabela,
respectivamente. Nas figuras (2.41), (2.42) e (2.43) temos 0s
enlaces 8.3.6 (8 cruzamentos, 3 componentes e posi¢ao 6),
9.2.9 (9 cruzamentos, 2 componentes e posi¢do 9) € 9.3.20 (9

cruzamentos, 3 componentes e posi¢do 20), respectivamente.

Assim como ocorre com 0s nos, podemos efetuar movi-
mentos de Reidemeister sobre diagramas de enlaces na busca
de equivaléncias. Também aplicam-se as mesmas regras para
os sinais de cruzamentos e a contor¢do. Um enlace também
pode ser orientado desde que cada um de seus componentes

possua um sentido definido para a orientagao.

Figura 2.44: Enlace orientado de 3 componentes

Vejamos agora como se define o niimero de ligacao de dois

componentes de um enlace.

Definicao 2.9.2 Considere um enlace orientado com n com-
ponentes. O niimero de ligagdo 1k(K;,K;) de cada par dis-

tinto de componentes (K;,K;) é a metade da soma dos sinais
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de seus cruzamentos. O nuimero de ligacdo do enlace E é a
soma dos niimeros ligagdo de todos os pares distintos de com-

ponentes.

k(E)= Y Ik(K;,K;)

I<i<j<n

Observe as figuras abaixo.

Figura 245: Figura  2.46: Figura  2.47:
lk(Ly) = 0. lk(Ly) =1. lk(Lp) = —1.

Nas figuras (2.45), (2.46) e (2.47) temos um enlace trivial
Ly de duas componentes e dois enlaces ndo triviais L; e Ly
de duas componentes, conhecidos como anéis de Hopf. Neste
exemplo temos os seguintes nimeros de ligagdo: lk(Ly) = 0,
Ik(Ly) =1 e k(L) = —1. O ndmero de ligacdo pode nos
fornecer informacgdes acerca da equivaléncia de enlaces. Por
exemplo, podemos concluir que os aneis de Hopf ndo podem
ser separados pois o numero de ligacio deles € diferente do nu-
mero de ligacdo do enlace trivial de dois componentes. Caso
tais nimeros fossem iguais nao poderiamos concluir nada a
esse respeito. O teorema abaixo associa a equivaléncia com

os ndmeros de ligacao.
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Teorema 2.9.3 Se dois enlaces Ly e Ly sdo equivalentes, en-
tdao lk(L]) = lk(Lz).

Prova. Para esta prova observe que os movimentos de Rei-
demeister cabiveis a dois componentes de um enlace sdo R, e
R3. O movimento R, pode introduzir ou remover cruzamen-
tos ambos por cima ou ambos por baixo, isto €, acrescenta ao
enlace dois cruzamentos de sinais contrdrios, o que ndo altera
o numero de ligagdo. J4 o movimento R3 faz passar um dos
arcos do diagrama por cima ou por baixo, € no caso do enlace
ndo altera nenhum cruzamento, logo ndo altera o nimero de

ligacdo. m

Por esse teorema podemos concluir que os diagramas nas
figuras (2.45), (2.46) e (2.47) ndo sdo equivalentes entre si
pois todos os ndmeros de ligacdo sdo distintos.

Proposicao 2.9.4 Considere um enlace L, sua imagem refle-
xiva L e seu inverso —L. Entdo lk(L) = —Ik(L) e lk(—L) =
lk(L).

Prova. Tomando inicialmente o enlace L, podemos obter L
alterando todos os cruzamentos e, consequentemente, todos
os sinais dos cruzamentos, logo o niimero de ligagdo lk(L) é
simétrico em relagdo a lk(L). Agora, tomando o enlace —L,
inverso de L, sabemos que sua orientacdo é inversa em com-

paragdo com L, mas isso ndo altera os sinais dos cruzamen-
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tos, logo ndo altera o niimero de ligacdo. m

Figura 2.48: Figura 2.49: Figura 2.50:

Ik(L) = 1. Ik(~L) = 1. IK(L) = —1.

Observando as figuras (2.48), (2.49) e (2.50) conclui-se
que lk(L) = lk(—L) =1 = —Ik(L).

No préximo capitulo veremos alguns invariantes, que sao
recursos matematicos utilizados para verificar a equivaléncia

de enlaces e nos.
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Capitulo 3

Invariantes de Nos e

Enlaces

Um invariante € um recurso que serve para verificar se dois
nés ou enlaces sao ou ndo equivalentes. Existem varios ti-
pos, sendo alguns numéricos, outros polinomiais, etc. De uma
forma geral, podemos pensar num invariante A como um ob-
jeto matematico vinculado a um né ou enlace de modo que,
ao tomarmos um né Kj equivalente a outro né K, teremos K
e K> associados a0 mesmo A. Por outro lado, se A é invariante
de K; e M(K;) # A(K3) significa que K; e K, sdo distintos. E
importante salientar que nao se conhece até hoje um invariante
suficientemente poderoso para fazer essa verificagdo em larga

escala. Além disso, cada um deles possui uma aplicacao mais

61



ou menos eficiente de acordo com os tipos de nés ou enlaces

estudados.

3.1 Invariantes Classicos

Nesta secao trataremos de alguns invariantes considerados
classicos, tais como a tricolorabilidade, o nimero de cruza-
mentos e o nimero de desatamento de um né ou enlace. Eles
recebem essa denominagdo porque foram os primeiros utiliza-

dos na Teoria dos NOs.

3.1.1 Tricolorabilidade

Definicao 3.1.1 Um diagrama de né (enlace) é tricolorizdvel

se.

1. cada arco possui uma cor;
2. utiliza no minimo duas e no mdximo trés cores;

3. para cada cruzamento, ou todos os arcos tem a mesma

cor ou possuem trés cores.

Observe o exemplo na figura (3.1):
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C

Figura 3.1: N6 trevo tricolorizado.

Definicao 3.1.2 Um enlace é tricolor se seus diagramas sdo

tricolores.

-

Figura 3.2: Enlace 6.2.1 tricolor.

&

Figura 3.3: Enlace 5.2.1 ndo tricolor.

S
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Note que o diagrama da figura (3.3) possui dois cruzamen-
tos onde os arcos tem duas cores, isto €, ndo atende a condi¢ao

3. na defini¢ao da tricolorabilidade, portanto, nao € tricolor.

A tricolorabilidade € um invariante da classe de isotopia
de um né ou enlace, isto é, se um diagrama € tricolorizdvel
e outro diagrama nao é, significa que ndo sdo equivalentes.
Por exemplo, o né trivial ndo € tricolor pois possui apenas
um arco e ndo atende a quantidade minima de cores (duas)
da definicdo. Por outro lado o né trevo € tricolor (ver figura
(3.1)), isto é, o trevo e o trivial possuem classes de isotopia

distintas ou, em outras palavras, ndo siao equivalentes.

3.1.2 Numero de Cruzamentos

Considere o conjunto D; de todos os diagramas de um en-
lace E. O diagrama D,, desse conjunto que possuir 0 me-
nor nimero de cruzamentos possiveis € dito diagrama mini-
mal de E. Além disso, esse nimero minimo de cruzamentos
de Dy, é o nimero C(E) de cruzamentos do préprio enlace
E (C(E) = C(Dy)). Dessa maneira C(E) é considerado um
invariante de classe de isotopia do enlace.

Essa defini¢do minimal de ndmero de cruzamentos € ne-
cessdria, pois, dado um diagrama qualquer nao minimo, exis-

tem cruzamentos que desaparecerdo através de movimentos
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de Reidemeister até que se obtenha o minimal. Veja a figura

W)

Figura 3.4: Diagrama qualquer e minimo do no trevo, respec-
tivamente.

Observe que os nimeros de cruzamento dos trevos na fi-
gura (3.4) sdo respectivamente 4 e 3. Logo, o diagrama mini-
mal do né trevo (31) € o do lado direito e o nimero de cruza-
mentos é C(K) = 3.

Em geral, ndo € facil determinar o nimero de cruzamen-
tos de alguns diagramas de nds ou enlaces, pois ndo existe
nenhum mecanismo comprovadamente capaz de verificar se

um diagrama € minimo ou nao.

3.1.3 Numero de Desatamento

Dado um diagrama de né ou enlace, a alteracdao da ordem
de um dos seus cruzamentos pode gerar o diagrama de um

novo noé ou enlace. Nesse caso, se tal alteracdo produzir um
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enlace trivial, chamamos de desatamento. Vejamos a figura a

00

Figura 3.5: Desatamento do diagrama do né oito.

seguir:

Para que o nimero de desatamento seja invariante de classe
da isotopia de um né ou enlace, é necessario que seja minimo

dentre todos os diagramas possiveis.

Definicao 3.1.3 Considere o conjunto D; de todos os diagra-
mas de um enlace E. O niimero de desatamento u(E) é tal
que:

u(E) = ming(D)

L

Nem sempre o diagrama minimo de um enlace ou n6 € o
que apresenta o nimero de desatamento. Na figura (3.6) te-
mos o diagrama minimo do n6 10.8 que pode ser desatado al-
terando trés cruzamentos. Por outro lado existe um diagrama
desse mesmo nd, com 14 cruzamentos, que desata apenas mo-

vendo dois deles.
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S T
5\/2

Figura 3.6: Diagrama minimal do n6 10.8 .

Ve

Figura 3.7: Diagrama do né 10.8 com 14 cruzamentos e
u(K) =2.

Neste exemplo, conclui-se que u(K) = 2 é o nimero de
desatamento, embora proveniente de um diagrama que ndo €

minimo.

Vejamos agora o comportamento do nimero de desata-

mento sobre nds compostos.

Proposicao 3.1.4 Considere os nos K| e K e sua soma co-

nexa KtK>. Entdo,

u(K18K>) < u(Ky) +u(Ka).
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Prova. Considere os diagramas D(K;), D(K;) e D(K;£K>)
de forma que possuam exatamente o niimero de desatamento
de seus respectivos nds. Fazendo u(K,) alteracées de cru-
zamentos em D(K) e u(K3) alteracdes de cruzamentos em
D(K>) obtemos em ambos o né trivial donde D(K1K>) tam-
bém serd trivial. Logo, u(K1#K>) < u(Ky) +u(K>). =

Esse resultado nos permite enunciar o teorema e o corolé-

rio a seguir.

Teorema 3.1.5 Se um né K é tal que u(K) = 1, entdo K é um

no primo.

Corolario 3.1.6 Considere os nds Ky e K. Se u(Ky) = u(K»)
=1, entdo u(K4K,) = 2.

Prova. Pela proposicdo (3.1.4) temos que u(K tKy) <2 =
u(Ky) +u(Kz). Analisemos os casos. Se u(KitKz) =0 en-
tdo K18K; é trivial, donde decorre que K| e K, sdo triviais.
Isto é impossivel pois o niimero de desatamento de um no tri-
vial € igual a 0 e u(Ky) = u(Ky) = 1. Se u(K14K>) =1 en-
tdo, pelo teorema (3.1.5), Ki$K;, é primo, logo K| ou K, é
trivial. Em qualquer situacdo, um deles terd niimero de desa-
tamento nulo, contrariando a condigdo inicial u(Ky) = u(K>)

= 1. Portanto resta apenas concluir que u(Ki$K;) =2. =
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Feita a devida apresentacdo dos invariantes considerados
cléssicos, trataremos agora de mais alguns invariantes utiliza-

dos na Teoria dos Nos.

3.2 O Determinante de um NoO

Considerando o diagrama de um né K com n arcos e cru-
zamentos, o determinante de K é, na verdade, o determinante
da matriz de coeficientes inteiros de um sistema linear com
n— 1 equagdes, da forma r+s — 2w = 0, associadas aos arcos
e cruzamentos do diagrama. A obtencdo do determinante de

um no segue as condi¢des estabelecidas abaixo:

* Primeiramente associe a cada arco uma variavel. Para
cada cruzamento escreva uma equacgdo da forma r+s —
2w = 0, onde w representa o arco que passa sobre o cru-
zamento e r € s 0s outros dois arcos. Teremos, assim,

um sistema de n equagdes e varidveis.

* Agora tome uma das varidveis e atribua-lhe o valor nu-
mérico 0. Em seguida descarte qualquer uma das equa-
¢oes, restando assim um sistema com n — 1 equagdes e

variaveis.

e Por fim, escreva a matriz dos coeficientes do novo sis-

tema e calcule o valor absoluto do determinante dessa
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matriz. O resultado é o determinante do nd.

Os exemplos abaixo ilustram, passo a passo, os procedi-

mentos para o referido célculo.

3.2.1 O determinante do no trevo

Considere o né trevo na figura.

Figura 3.8: Diagrama do né trevo com varidveis nos arcos.

Primeiramente devemos associar os arcos a letras conforme
a figura (3.8). Em seguida montemos um sistema de equacoes

de acordo com os cruzamentos, na forma abaixo:

a+b—2c=0
a+c—2b=0
b+c—2a=0
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Fazendo ¢ = 0 temos:

at+b =0
a—2b =0
b—2a =0

Eliminando uma das equagdes, resta um sistema com duas

(neste caso).
at+b =0
a—2b =0

Por fim, devemos calcular o determinante da matriz associada

aos coeficientes do sistema resultante:

1 1
det = 3.
1 -2

O determinante do n6 é o mddulo do determinante da matriz
dos coeficientes, isto é, D = | — 3| = 3. Mostramos, com isso,

que o determinante do no trevo é igual a 3. m

3.2.2 O determinante do no oito

Vejamos agora como calcular o determinante do n6 oito.
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Figura 3.9: Diagrama do n6 oito com varidveis nos arcos.

Escrevamos o sistema de equagdes de acordo com os cru-

zamentos, na forma:

a+d—-2b=0
b+c—2d=0
c+d—2a=0
a+b—2c=0
Fazendo d = 0 temos:
a—2b =0
b+c =0
c—2a =0
a+b—-2¢c =0

Eliminando a quarta equacao e rearranjando o sistema:

a — 2b =0
b + ¢ =0
—2a + ¢ =0
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O determinante da matriz dos coeficientes é dado por:

1 =20
det| 0 1 1| =5.
-2 0 1

Dessa forma o determinante do né oito é D= |5/ =5. m

Esses dois resultados provam que o n6 trevo e o n6 oito sao
topologicamente distintos. Nao € dificil perceber que, a me-
dida que o n6 é mais complexo, o nimero de arcos (varidveis)
serd maior, logo, o determinante serd mais dificil de calcular.
O determinante de um né € um invariante relativamente sim-
ples, obtido de outro mais poderoso, denominado polindmio

de Alexander.

3.3 Polinomio de Alexander

O polindmio de Alexander € um invariante atribuido a um
né de forma que, caso esse nd seja transformado em outro
por equivaléncia, ambos possuirdo o mesmo polindmio. No
entanto, sua eficicia nao € completa, isto €, podem existir dois
nds ndo equivalentes com polindmios iguais. Além disso, ele
ndo pode distinguir um né de sua imagem no espelho, nem de

Seu inverso.
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3.3.1 Calculando o polinomio de Alexander

Assim como o determinante de um nd, o cdlculo do po-
linbmio de Alexander € efetuado através do determinante de
uma matriz associada a um diagrama, através dos cruzamen-
tos e arcos devidamente legendados. A figura (3.10) ilustra
a identificacdo dos arcos de um diagrama e sua equacgdo as-
sociada. Na sequéncia sdo descritos os procedimentos para o

calculo.

b/

(t-1)d-ta+b=0

Figura 3.10: Cruzamento associado a uma equagao, com arcos
identificados.

* 1° passo: escolher um diagrama orientado do né e iden-

tificar os arcos por letras mindsculas.

» 2° passo: escrever uma equacio para cada cruzamento
conforme o modelo na figura (3.10). Note que as equa-
¢oes serdo escritas conforme a linha que passa por cima,

a direita e a esquerda do cruzamento, respectivamente.
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* 3° passo: atribuir o valor 0 a uma das varidveis e, em

seguida, descartar uma das equacdes do sistema.

* 4° passo: calcular o determinante §(¢) da matriz de coe-

ficientes do novo sistema.

* 5° passo: multiplicar o determinante 8(¢) por +¢", de
modo a obter A(t), tal que A(t) = A(t~ ) e A(1) = 1.

3.3.2 Calculando o polinomio de Alexander do

no trevo

Consideremos, por exemplo, um diagrama do né trevo na
figura (3.11) e facamos o cdlculo do polindmio de Alexander

associado.

Figura 3.11: Diagrama do n6 trevo: Dt

Conforme as instrugdes, devemos escrever para cada cru-

zamento uma equacao, de acordo com modelo dado na figura
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(3.10) e, em seguida, montar um sistema de equacdes. Para o

diagrama (3.11) temos:

(t—1)b—tc+a=0
(t—1)c—ta+b=0
(t—1)a—tb+c=0

Fazendo a = 0 e eliminando a terceira equagao temos 0 novo

sistema:
(t—1)b — tc =0
b + (t—1)c =0

A matriz de coeficientes associada é:
(t—1) —t
1 (-1 |

(rt—1) —t
1 (t—1)

Logo:
]:lz—t—i—l.

Finalmente, devemos encontrar Ap,(f) tal que Ap, () =Ap, (")
e Ap, (1) = 1. Multiplicando 8(¢) por ¢! obtemos:

Ap, (1) =t718(t) =171 P —t+1] =

Ap,(t) =t —1+4+1"". (3.1)

A expressdo (3.1) € o polindomio de Alexander do no trevo. =
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3.3.3 Calculando o polinomio de Alexander do

no trevo de 4 cruzamentos

Consideremos agora, a titulo de comparagdo, um diagrama
do né trevo com 4 cruzamentos. Vejamos 0 que ocorre com

seu polindmio de Alexander.

d

N0

a

Figura 3.12: Diagrama do n6 trevo com 4 cruzamentos.

As equacgdes associadas sdo:

(t—1)c—td+b=0
(t—1)b—tc+a=0
(t—1)a—tb+c=0
(t—1la—ta+d=0

Fazendo a = 0 e descartando a quarta equacgao temos:

b + (t—1)c — td =0
(t—1)b — tc =
—tb  + c =0
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A matriz associada é:

1 (t—1) —t
(t—1) —t 0
—t 1 0
Finalmente,
| (t—1) —t
di(t) = det| t—1) —t 0 | = £—r*+t
—t 1 0
= 1t —t+1] = 2 —1+1].

Note que este resultado ¢ multiplo daquele encontrado para o
diagrama da figura (3.11). Para encontrarmos o polindmio de
Alexander A;(¢) tal que A;(t) = Aj(t™') e Aj(1) = 1, basta
multiplicar o 8; (¢) por ¢~

A(t)=t728(t) =12 1> +1] =
A(t)=t—1+1"1=Ap, (1), (3.2)
que equivale a expressao (3.1) encontrada anteriormente. m

Mesmo sem utilizar diagramas distintos, o resultado de
01(t) depende da escolha da varidvel para igualar a 0 e da
equacdo descartada. Os exemplos supracitados dos diagramas
(3.11) e (3.12) do n6 trevo sdo casos particulares do seguinte

teorema:
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Teorema 3.3.1 Se o polinomio de Alexander de um no é com-
putado utilizando dois conjuntos distintos de diagramas, os
dois polinémios diferenciam-se através de miiltiplos de ¥,

para algum inteiro k.

Este teorema caracteriza uma fraqueza do polindmio de
Alexander: ele ndo distingue um né de sua imagem no espe-
lho ou de seu inverso. De fato, seja Dx o diagrama de um né
(ou enlace) orientado. Entdo, a imagem refletida Dg € o in-
verso D_k possuem o mesmo polindmio de Alexander de K a
menos de um fator multiplicativo. Nao € dificil verificar essa

propriedade para nés mais simples com poucos cruzamentos.

3.3.4 Calculando o polinomio de Alexander do

no oito

Calculemos agora o polindmio de Alexander do né oito.

Figura 3.13: Diagrama do n6 oito: Dg
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Considere o diagrama (3.13). Conforme as instrugdes, de-
vemos escrever para cada cruzamento uma equagao, de acordo
com modelo dado na figura (3.10). Em seguida, montar um

sistema de equacdes na forma:

(t—1)a—tc+b=0
(t—1)c—ta+d=0
(t—1)d—ta+b=0
(t—1)b—tc+d=0

Fazendo a = 0 e eliminando a quarta equacdo temos 0 novo

sistema:

A matriz associada é:

1 —t 0
0 (r—1) 1
1 0 (r—1)
Logo,
I —t 0
8(t)=det| 0 (t—1) 1 =1* -3+ 1.

1 0 (r—1)
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Finalmente, devemos achar Ap, (t) tal que Ap, (t) = Ap, (¢t~ 1)
e Ap, (1) = 1. Multiplicando 8(¢) por —¢~! obtemos:

Ap,(t) = —t718(t) = =t 1> =3t + 1| =

Apy (1) =—t+3—17". (3.3)

Portanto, a equacdo (3.3) é o polindmio de Alexander do n6

0ito. m

Para o caso em que o n6 € trivial convenciona-se que o

polindmio de Alexander € igual a 1.

Figura 3.14: Diagrama do nd trivial: Az,q(t) = 1.

O teorema abaixo explicita algumas propriedades impor-

tantes do polindmio de Alexander.

Teorema 3.3.2 Seja K um né orientado e Ak(t) o seu po-
linomio de Alexander associado. Entdo, Ag(t) = Ag(t™!) e
Ax(1) = +1.

Este teorema j4 foi utilizado anteriormente sob forma de
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exemplos e estabelece a condicdo final para que o polindmio
Ak () seja o polindmio de Alexander do né dado. Como con-

sequéncia deste teorema temos o

Corolario 3.3.3 Para qualquer né K
Ax(t)=ag+a1(t ' +0)+a(t™2+13) + ...

onde a; sdo inteiros e ag é impar.

O polindmio de Alexander, assim como outros invariantes
conhecidos, ndo € completo. J4 sabemos, por exemplo, que o
seu resultado para o n6 trivial é Az,4,iq () = 1 e que existe pelo
menos outro nd distinto com o mesmo polindmio associado

Ap, (t) = 1. Veja a figura abaixo:

&)

Figura 3.15: Diagrama do né K com 11 cruzamentos e
Ap,(t) = 1. (LIVINGSTON, 1993)

Neste caso, o polindmio de Alexander falha na verificacao
ao indicar, erroneamente, que o né da figura (3.15) e o né

trivial s@o equivalentes.
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E fundamental ressaltar que existem invariantes mais efici-
entes e complexos que o polindmio de Alexander, a exemplo,
o polindmio de Conway, o polindmio de Jones, polindmio de
Homfly, polindmio de Kauffman, grupo fundamental, dentre
outros. No entanto, sua efic4cia é cobrada na complexidade da
implementacgdo, logo, dado o carater introdutério deste livro,

ndo serdo estudados aqui.

No capitulo a seguir serdo apresentadas sugestoes de ati-
vidades com a Teoria do Nés para o Ensino Fundamental e
Meédio.
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Capitulo 4

Teoria dos Nos e 0 Ensino

Fundamental e Médio

E possivel estudar a Teoria dos N6s no ensino bésico?
Analisando o curriculo de Matemadtica das escolas no Bra-
sil, percebemos que a maior parte concentra-se em Aritmética,
Algebra e Geometria. Nesta dltima, particularmente, nota-se
que o manuseio das formas geométricas fisicas € bastante li-
mitado pois, no geral, as aulas sdo focadas em muitas demons-
tragdes, exercicios de cdlculo e poucas construcdes. Parte
disso justifica-se na correria do proprio curriculo escolar, que
ndo reserva tempo para uma aprendizagem mais livre e auto-
noma mas, claramente, essa restri¢ao facilita a existéncia de

lacunas no processo. Nesse contexto, o estudo dos nds pode
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potencializar a metodologia docente, ao permitir aplicacoes
conceituais de natureza matemdtica e estimular a manipula-
cdo geométrica, pois, sua compreensdo depende também da
constru¢do de modelos fisicos. Portanto, a visita dos nds ma-
tematicos ao ensino bésico promove o fortalecimento das re-
lagdes entre teoria e pratica nas aulas e, consequentemente,

contribui para o sucesso da aprendizagem.

A experiéncia de inserir os nds matemdticos no Ensino
Fundamental e Médio materializou-se, em 2014, no Colégio
Estadual Manoel Alcino do Nascimento em Graccho Cardoso-
SE. Na época, sob a supervisdo deste autor, varios alunos da
institui¢do tiveram a oportunidade de integrar, de forma al-
truista e eufdrica, um pioneiro grupo de estudos sobre o tema.
Os resultados obtidos demonstraram a viabilidade didatico-

pedagdgica da pesquisa.

O contato com a Teoria dos N6s implica na percepgdo ime-
diata de que ndo € um tema trivial. Essa sensacdo comeca
desde o momento em que definimos um né e aumenta gradati-
vamente com o desenvolvimento textual na dire¢do da topolo-
gia algébrica e combinatéria. Contudo, também € inteligivel
a presenca de conceitos tipicos do ensino bdsico, como a Al-
gebra Linear das matrizes, os polindmios e as manipulacdes
associadas a Geometria Euclidiana. Tais conexdes sdo, nota-
damente, suficientes para justificar a existéncia deste modesto

livro.
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4.1 Estudando nés e diagramas

Uma das grandes vantagens de estudar os nds reside no
fato de que podemos construir modelos fisicos. Em particular,
no Ensino Fundamental e Médio, é suficiente analisar alguns
deles com uma quantidade pequena de cruzamentos para uma
manipulagdo leve e acessivel ao estudante. Abaixo, algumas

sugestdes de diagramas para desenho e construgdo:

& & &

Figura 4.1: Figura 4.2: Figura 4.3:
N6 3.1. N6 5.1 N65.2

Com a aplicacdo das atividades em sala de aula é impor-
tante elaborar uma planilha de acompanhamento. Se o profes-

sor achar conveniente pode estabelecer divisdes em grupos.

4.1.1 Sugestoes de atividades para o Ensino Fun-

damental e Médio

* 1% aula: desenhar o nd trivial e alguns nds de trés cru-
zamentos, podendo ser, por exemplo, o trevo e sua ima-
gem espelhada e o proprio trivial com dois ou trés cruza-

mentos. O objetivo € verificar diferencas e equivaléncia.
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As imagens a seguir sdo provenientes de aulas no Ensino

Q &
&

Fundamental do Colégio Estadual Manoel Alcino do Nasci-

mento localizado em Graccho Cardoso - SE.

- Tarefa realizada: Desenhar o nd trivial e alguns nos de

dois e trés cruzamentos. O objetivo: observar as diferencas.

Figura 4.4: Figura 4.5: Figura 4.6:
NO trivial. No trevo. No trevo.
Figura 4.7: Figura 4.8: Figura 4.9:
N6  trivial N6  trivial N6  trivial
cruzado. cruzado. cruzado.

As imagens (4.5) e (4.6) sdo esbogos do né trevo com cru-

zamentos trocados, enquanto as imagens (4.4), (4.7), (4.8) e
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(4.9) sao diagramas do n¢ trivial. Nota-se que o trivial pode
apresentar alguns cruzamentos aparentes que podem ser facil-
mente desfeitos por movimentos de Reidemeister. A figura
(4.8) por exemplo, ilustra uma tor¢do aplicada sobre o dia-

grama (4.4).

* 2% aula: identificar n6s ndo equivalentes ao trivial e pen-
sar em possiveis formas de torné-los triviais alterando

cruzamentos.

Nessa aula os alunos foram capazes de notar que o desata-
mento € feito por alteragdes de cruzamentos e, mesmo que o
noé seja rompido no processo, € necessario unir novamente as

pontas soltas sob pena de violar a definicao formal.

Figura 4.10: Desatamento no cruzamento do lado direito re-
sultando no no trivial.

e 3% aula: a tarefa é construir modelos fisicos dos diagra-
mas através de fios elétricos com certa rigidez torcional.

O objetivo € a manipulacdo dos nos em trés dimensdes.
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Figura 4.11: Modelos fisicos de nés produzidos no CEMAN

* 4*aula: utilizar os modelos construidos para aplicar mo-

vimentos e deformagdes. Diagramar os resultados.

Figura 4.12: Exemplo de deformagdo sobre um n6

e 5% aula: apresentar os movimentos de Reidemeister e

aplicar sobre os modelos construidos.

4 \ I I
P )8 Ko
\ / | \ \
Figura 4.13: Movimentos de Reidemeister

90



Figura 4.14: En-
lace 7.2.6

Figura 4.16: En-
lace 8.2.8

Figura 4.18: En-
lace 8.4.2
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* 6" aula: expandir o conceito de n6 para enlace.

Figura 4.15: Di-
agrama 7.2.6

Figura 4.17: Di-
agrama 8.2.8

Figura 4.19: Di-
agrama 8.4.2



Os diagramas apresentados nas figuras (4.15), (4.17) e

(4.19) foram produzidos por alunos em sala de aula.

Conforme supracitado, estas sdo apenas algumas suges-
toes para inser¢do de conceitos da Teoria dos N6s no Ensino
Fundamental e Médio. Conjuntamente, foram apresentados
alguns diagramas produzidos por alunos durante as aulas. A
realizacdo dessas tarefas possibilita a compreensdo de fun-
damentos importantes, tais como o significado do né trivial
sendo o resultado do processo de desatamento de um né qual-
quer e a enumeracao que indica cruzamentos, componentes

(no caso dos enlaces) e posi¢des nas tabelas.

4.2 Estudando os invariantes

Dando continuidade a nossa tarefa de apresentar topicos
da Teoria dos N6s no ensino bésico, trataremos agora da pos-
sibilidade de estudar alguns invariantes. Recapitulando, um
invariante pode ser pensado como uma propriedade que € co-
mum a alguns nés e a outros ndo, de forma que, se dois nés
sdo equivalentes possuem um mesmo invariante. Note que a
reciproca nao é verdadeira, isto €, a igualdade dos invariantes
de dois nés nem sempre garante que eles sejam equivalentes.
Por outro lado se dois nés possuem invariantes (do mesmo

tipo) distintos, conclui-se que ndo sdo equivalentes.
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4.2.1 Toépicos de Tricolorabilidade

A tricolorabilidade € um invariante cldssico que pode ser
apresentado ao Ensino Fundamental e Médio, ja que ndo apre-
senta pré-requisitos complexos. Recordemos aqui o conceito

de tricolorabilidade.

Definicao 4.2.1 Um diagrama de né é tricolor se:

1. cada arco possui uma cor;
2. utiliza no minimo duas e no mdximo trés cores;

3. para cada cruzamento, ou todos os arcos tem a mesma

cor ou possuem trés cores.

Sugestao de atividades

* 1% aula: apresentar algumas figuras pintadas e verifi-
car se sao tricolores. O objetivo dessa aula € fazer o
aluno compreender que a tricolorabilidade ndo é sim-
plesmente pintar um diagrama com trés cores. E neces-
sario compreender também as relagdes existentes entre

0S cruzamentos.

A seguir, a figura (4.20) € tricolor, enquanto as figuras
(4.21) e (4.22) nao sio tricolores.
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Figura 4.20: Figura 4.21: Figura4.22:

e 2% aula: apresentar alguns diagramas e solicitar que os
alunos efetuem a tricoloracdo, separando os diagramas

onde € possivel e impossivel fazé-la.

» 3% aula: verificar, realizando algumas deformagdes, que
os diagramas tricolores ndo sio equivalentes ao no tri-

vial.

Essas atividades podem ser aplicadas ao Ensino Funda-
mental e Médio. Caso o professor queira, pode estender ao
Ensino Médio a tricolorabilidade para alguns enlaces simples.
A ideia geral proposta aqui € permitir que o aluno compre-
enda o significado matemdtico de um invariante e enxergue
a tricolorabilidade dentro deste conceito ao concluir que nés

tricolores ndo podem ser triviais.

4.2.2 Nuamero de Cruzamentos

O nimero de cruzamentos também € um invariante que

pode ser tratado no ensino basico. Sabemos que nem sempre

94



¢ tarefa facil determinar o diagrama minimo de um né e que,
por defini¢do, o nimero de cruzamentos deve ser minimo para
ser invariante. Dessa forma, as tarefas com numero de cruza-
mentos devem ser focadas em diagramas simples, minimos e

nao minimos. Observemos as figuras:

Figura 4.23: Figura 4.24: Figura 4.25:
3  cruza- trevo com 5 10 cruza-
mentos cruzamentos mentos

O diagrama (4.25) é o minimal referente ao n6 10.117 e
possui 10 cruzamentos. Note que ndo € uma tarefa simples
verificar se este € 0 menor nimero de cruzamentos, portanto
devemos evitar este tipo de exemplo para ndo comprometer a
aprendizagem. Por outro lado, as figuras (4.23) e (4.24) sao
diagramas distintos do trevo que apresentam respectivamente,
3 e 5 cruzamentos. LLogo, o nimero de cruzamentos do trevo

¢ igual a 3, pois refere-se a seu diagrama minimal.

Sugestao de atividades

* Comparar diversos diagramas com o no trivial. A tarefa
deve permitir que os alunos compreendam o nimero de

cruzamentos como invariante.
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4.2.3 Nuamero de Desatamento

Conforme definido no capitulo 3, o nimero de desata-
mento de um né K € a menor quantidade possivel de altera-
¢oes na ordem dos cruzamentos que possam transforma-lo no
né trivial. E importante salientar que o nimero de desata-
mento de um nd, nao € necessariamente, o nimero de desata-
mento de seu diagrama minimal. Também nao € facil determi-
nar esse nimero, logo, qualquer atividade deve ser conduzida
com cautela. Novamente, recomenda-se a utilizacdo de nds

mais simples para uma manipulacdo natural.

& & &

Figura 4.26: Figura 4.27: Figura 4.28:

O no da figura (4.27) é o desatado do n6 da figura (4.26).
E importante, neste caso, utilizar modelos fisicos além dos di-
agramas. Dessa forma a turma poderd compreender melhor
a limitagdo dos nds ndo equivalentes ao trivial. Além disso,
fica claro ao manipular um modelo fisico ndo trivial, que o n6é
precisa ser rompido para alterar a ordem de um dado cruza-
mento e que apds esse procedimento obtém-se um outro no.

Compreender este invariante significa dizer que, se dois nos
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sdo equivalentes, possuem o mesmo nimero de desatamento.
Contudo, assim como ocorre com outros invariantes numé-
ricos, ndo vale a reciproca, isto €, ter 0 mesmo numero de
desatamento ndo garante a equivaléncia. Podemos ver nas fi-
guras (4.27) e (4.28) que o no trevo possui nimero de desata-
mento u(3;) = 1, enquanto o né oito também possui 0 mesmo
nimero de desatamento u(41) = 1 e, notoriamente, ndo sdo
equivalentes. Por outro lado, se dois diagramas apresentam
nimeros de desatamento distintos, garantidamente estes nds
ndo sao equivalentes. Como exemplo, o né trivial tem nimero
de desatamento u(0;) = 0, logo, conclui-se que nio € equiva-

lente ao né trevo que possui desatamento u(3;) = 1.

Sugestao de atividades

* Montar modelos fisicos e organizar um jogo de desata-
mento onde nds sdo escolhidos para os alunos desata-
rem. Ganha o aluno ou equipe que concluir primeiro a

tarefa.

4.2.4 Calculando o Determinante de um No

Como ja sabemos, o determinante de um n6 € um invari-
ante calculado através do determinante de uma matriz, devida-

mente construida a partir de equacdes dos arcos e cruzamen-
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tos do no6. Este tipo de invariante deve ser estudado no Ensino
Médio, apds a devida apresentacdo dos conteidos matrizes,

determinantes e sistemas lineares.

Sugestio de atividades

e 1 aula: calcular o determinante do né trevo. Primei-
ramente devemos associar os arcos a letras conforme a
figura (4.29).

Figura 4.29: Diagrama do né trevo com varidveis nos arcos.

Para cada cruzamento, escrever uma equacido da forma
r+s—2w = 0 onde w representa o arco que passa sobre o
cruzamento e r € s os outros dois arcos. Em seguida, mon-
tar um sistema de equagdes com as incognitas associadas da

forma abaixo.

a+b—-2¢c=0
a+c—2b=0
b+c—2a=0
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Fazendo ¢ = 0, tem-se:

at+b =0
a—2b =0
b—2a =0

Eliminando-se uma das equagdes, resta um novo sistema:

at+b =0
a—2b =0
A matriz dos coeficientes é dada por:
1 1
K= .
1 -2
Por fim, devemos calcular o determinante da matriz dos coe-
ficientes do sistema. O determinante de uma matriz 2 X 2 é o

resultado da subtragdo entre o produto dos nimeros da diago-

nal principal e o produto dos nimeros da diagonal secundéria.

detK=1-(—2)—1-1=-2—1=-3.

O determinante do n6 € o mdédulo do determinante da ma-
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triz dos coeficientes, isto &,

|detK|=|—3|=3. m

e 2% aula: calcular o determinante do no oito.

Figura 4.30: Diagrama do n6 oito com varidveis nos arcos.

Escrevamos o sistema de equacdes da forma:

at+d—-2b=0
b+c—2d=0
c+d—2a=0
a+b—2c=0
Fazendo d = 0, tem-se:
a—2b =0
b-+c =0
c—2a =0
at+b—2¢c =0
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Eliminando a quarta equacao e rearranjando o sistema:

a — 2b =0
b + ¢ =0
—2a + ¢ =0

Devemos calcular o determinante da matriz dos coeficientes:

1 -2 0
K=1 0 1 1
-2 0 1

O determinante de uma matriz 3 X 3 pode ser obtido através

da Regra de Sarrus, com as instrugdes abaixo.

» Repete-se as duas primeiras colunas do lado direito da
terceira coluna. Aparecerdo trés diagonais principais
(seta reta) e trés diagonais secunddrias (seta ondulada),

conforme a diagramacao abaixo.

* Multiplica-se os trés nimeros de cada uma dessas dia-
gonais, gerando trés produtos na dire¢do das diagonais

principais e trés produtos na direcao das secunddrias.

* Os produtos obtidos na direcdo da diagonal principal
conservam o mesmo sinal, enquanto os produtos obti-
dos da direcdo da diagonal secunddria mudam de sinal.
Efetua-se a soma destes valores, cujo resultado é o de-

terminante da matriz.
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Facamos conforme as instru¢gdes. Primeiramente repitamos as

duas primeiras colunas e marquemos as diagonais:

\
/

KA

/
\

-2

X\

As diagonais principais foram marcadas por setas retas e as
diagonais secunddrias por setas curvilineas. Efetuando o pro-

duto dos ternos de nimeros de cada diagonal, tem-se:

seta reta seta reta seta reta

1-1-1 2)-1 2 0-0-0
1. _|_(_). .<_)_|_ 0.

1+ 4 + 0 s
seta curva seta curva seta curva '
— —N— ——

—(—2)~()-1— 1-1-0 —O-1~(—2)
——— SN—— —_——

— 0 — 0 — 0

Dessa forma o determinante da matriz K € detK = 5, e
o determinante do n6 € o mdédulo do determinante da matriz,
= |5] =5 =

isto é,

* 3% aula: calcular o determinante do n6 na figura (4.31).
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Figura 4.31: N6 W com 4 cruzamentos.

A partir da figura (4.31) podemos escrever o seguinte sis-

tema de equagdes associadas aos arcos e cruzamentos:

b + ¢ — 2a = 0
a + b — 2¢c =0
c +d — 2a = 0
a +d — 2¢c =0

Fazendo a = 0 e eliminando a quarta equagao, temos:

b + ¢ =0
b — 2c =0
c + d =0

A matriz dos coeficientes €, entao:

I 1 0
K=11 -2 0
0 1 1

Aplicando a regra de Sarrus:
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NX
Z XX\,

0
Efetuando o produto dos ternos de nimeros de cada diagonal,
tem-se:
seta reta seta reta seta reta
—— —N —~ =
1-(=2)-1+ 100 + 0-1-1
——— S—— S~——
-2 + 0 + 0 _ 3
setacurva setacurva setacurva
—— —— ——
- 111 — 1-0-1 —0-(=2)-0
~—— S—— ————
— 1 — 0 — 0

O determinante do n6 W é:

det(W) = |detK| = |~ 3| =3. u

Observando os diagramas das figuras (4.29) e (4.31) no-
tamos que, em ambos os casos, o determinante do né € igual
a 3. Tal fato ndo € uma coincidéncia pois sdo dois diagramas
equivalentes do né trevo, cuja transformacio através de mo-

vimentos de Reidemeister pode ser vista na figura (2.20) do
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capitulo 2 deste livro. Com efeito, dois diagramas equivalen-
tes terdo o mesmo invariante determinante de um nd, contudo,
a reciproca nao € verdadeira, isto €, o fato de terem o mesmo
determinante ndo € garantia de equivaléncia. Por outro lado,
vemos que a figura (4.29) tem deteminante 3 enquanto a figura
(4.30) tem determinante 5, o que prova matematicamente que
0 né trevo e o nd oito sdo distintos. De fato, se dois nds pos-
suem determinantes diferentes, ndo podem ser equivalentes.
Nao € dificil perceber que, a medida que o nimero de arcos
(variaveis) for maior, o calculo sera consideravelmente mais

complexo.

As tarefas relacionadas a esse invariante sdo, essencial-
mente, a constru¢do de sistemas lineares e o cdlculo do deter-
minante de uma matriz. E recomendével escolher diagramas
com quantidade pequena de cruzamentos, para ndo tornar a
tarefa demasiadamente intrincada. Como dito anteriormente,
o determinante de um né € derivado de um invariante mais

potente denominado polindmio de Alexander.

4.2.5 Calculando o Polinomio de Alexander

Assim como o determinante do nd, o polindmio de Ale-
xander € um invariante que pode ser tratado no Ensino Médio
(com alguns cuidados). Para isso é necessdrio que o aluno

detenha os conceitos de matrizes, determinantes, sistemas li-
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neares € polindmios. Por ser um invariante mais poderoso,
o seu cdlculo € mais sutil, de modo que devemos considerar
um diagrama orientado e associar arcos e cruzamentos a equa-
¢oes da forma (r — 1)d —ta+ b = 0, conforme a figura (4.32)
abaixo.

d
v
(t-1)d-ta+b=0
Figura 4.32: Equacdo dos arcos e cruzamentos.

Relembrando o célculo do polindmio de Alexander:

* 1° passo: escolher um diagrama orientado do né e iden-

tificar os arcos por letras mindsculas.

e 2° passo: escrever uma equacgdo para cada cruzamento
conforme o modelo na figura (4.32). Note que as equa-
coes serdo escritas conforme a linha que passa por cima,

a direita e a esquerda do cruzamento, respectivamente.

* 3° passo: atribuir o valor 0 a uma das varidveis e, em

seguida, descartar uma das equagdes do sistema.
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* 4° passo: calcular o determinante d(7) da matriz de coe-

ficientes desse novo sistema.
* 5° passo: multiplicar o determinante 8(¢) por £¢", de
modo a obter A(z), tal que A(t) = A(t~ 1) e A(1) = 1.
Sugestao de atividades

e 1* aula: calcular o polindmio de Alexander do n6 da
figura (4.33).

Figura 4.33: Diagrama orientado de 4 cruzamentos.

Primeiramente escrevamos um sistema de equagdes na forma:

(t—l)a — tc + b = 0
(t—la — td + ¢ = 0
(t—1)c — tbh + a = 0
(t—1)c — ta + d = 0

Fazendo a = 0 e eliminando a quarta equacao do sistema:
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b - tc =0

c —td = 0
—tb + (t—1)c =0
A matriz dos coeficientes €:
1 —t 0
0 1 —t
—t (t—1) O

E o determinante da matriz de coeficientes €é:

1 —t 0
O(t)=det| 0 1 —t
—t (t—1) 0

Calculando o determinante pela regra de Sarrus, primeiramente
repitamos as duas primeiras colunas e marquemos as diago-

nais como mostra a ilustragdo abaixo:
1 \t
. | / /
// - \{ \
N

(r—1) —t (r—

X

As diagonais principais foram marcadas por setas retas e as

diagonais secunddrias por setas curvilineas. Efetuando o pro-
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duto dos ternos de cada diagonal, tem-se:

seta reta seta reta seta reta
1-1-0 ( - S 4 0001
. . _t . _t . _t . . t_
+ (o + 001
0 — 13 0
* —5(1).
seta curva seta curva seta curva
— — —
— (=1)-0-0 — 1-(=t)-(t—=1) — 0-1-(—1)
— —_— ——
— 0 + 1?—t — 0
Dessa maneira, conclui-se que:
8(t) =412 —t=—'(?—1+1). (4.1)

Note que 3(¢) é mdltiplo de (#> —¢ + 1). Finalmente, devemos
encontrar Ap(t) tal que Ap(t) = Ap(t~') e Ap(1) = 1. Multi-
plicando 8(¢) por —t 2 obtemos:

Ap(t) = —t728(t) = —t [P +12 — 1] =
Ap(t)=t—1+1"" m (4.2)
O resultado acima € o polindmio de Alexander do nd.

A esta altura dos fatos o leitor ja sabe que o diagrama de
no6 representado na figura (4.33) € equivalente a um né trevo
com quatro cruzamentos. Vejamos o que acontece quando cal-

culamos o polindmio de Alexander de um diagrama minimal
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do trevo, que possui trés cruzamentos.

e 2% aula: considerando o diagrama do no trevo na figura

(4.34), calcular o polindmio de Alexander associado.

Figura 4.34: Diagrama do n6 trevo: Dt

Conforme as instrugdes, devemos escrever para cada cru-
zamento uma equacgdo de acordo com modelo dado na figura
(4.32). Em seguida devemos escrever um sistema de equa-

coes. Para o diagrama (4.34) temos:

(t—1)b—tc+a=0
(t—1)c—ta+b=0
(t—1a—tb+c=0

Fazendo a = 0 e eliminando a terceira equagdo escrevemos o

novo sistema:

(t—1)b — tc =0
b + (t—1)c =
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A matriz associada é:

(r—1) —t
1 (-1 |
E o determinante da matriz:

6(t):det[(t_1) - ]

1 (r—1)

Trata-se do determinante de uma matriz de ordem 2, logo, é
suficiente subtrair os produtos das diagonais principal e se-

cundaria, isto €é:

(r—1) /—t

e (1)
S t)=@t—1)-(t—1)—(—=1)-1=2 =2+ 14+t =1>—1+1.
4.3)

Finalmente, devemos achar Ap,.(t) tal que Ap, (t) = Ap, (t~1)
e Ap, (1) = 1. Multiplicando 8(¢) por ! obtemos:

Ap,(t) =t718(t) =17 P -1+ 1] =

Ap,(t) =t —1+17", (4.4)

concluindo a resolu¢do do problema. =
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Note que o polindmio na equagdo (4.3) do né trevo acima
€ multiplo do polindmio de Alexander na equacdo (4.1) do n6
4.33. Além disso, as equacgdes (4.2) e (4.4) sdo exatamente
iguais. Isso ocorre porque o diagrama (4.33) €, na verdade,
equivalente ao n6 trevo em (4.34). Tal fato € justificado pelo

teorema (3.3.1) no capitulo 3.

* 3% aula: calcular o polindmio de Alexander associado ao

no6 8 na figura (4.35) abaixo.

Figura 4.35: Diagrama do n6 oito: Dg

Conforme as instru¢des, devemos escrever um sistema de
equagdes para os cruzamentos de acordo com modelo dado na
figura (4.32).
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Fazendo a = 0 e eliminando a quarta equacao temos 0 novo

sistema:
b — tc =0
(t—1)c + d =0
b + (t—1)d =0

A matriz associada é:

1 —t 0
0 (t—1) 1
1 0 (r—1)

Logo,
1 —t 0
O(t)=det| 0 (r—1) 1
1 0 (r—1)

Calculando o determinante pela regra de Sarrus, primeiramente
repitamos as duas primeiras colunas e marquemos as diago-

nais como mostra a ilustragdo abaixo:

\)/f

(t—1

PP

(r—1) 0

~

XX
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As diagonais principais foram marcadas por setas retas e as
diagonais secunddrias por setas curvilineas. Efetuando o pro-

duto dos ternos de cada diagonal, tem-se:

seta reta seta reta seta reta
la -\ ~\ /_/A /—M
l-¢—=1)-(t—=1)+(-t)-1-1+ 0-0-0
N ~- . ~- / W—/
P-2+1 - t + 0
seta curva seta curva seta curva
——f —N = ——
— (=)-0-(t=1) — 1-1-:0 —0-(t—1)-1
~— —— S~—— —_———
— 0 — 0 — 0
=12 —3r+1.

Dessa maneira, conclui-se que:
S(t)=1>—3r+1. (4.5)

Finalmente, devemos achar Ap, (t) tal que Ap, (t) = Ap, (t~1)
e Ap, (1) = 1. Multiplicando 8(¢) por —¢~! obtemos:

Apy (1) = —t718(t) = =71 * =3t +1] =

Ap, (1) =—t+3—171. (4.6)

Logo, a equagdo (4.6) é o polindmio de Alexander do n¢ oito.

Observando os polindmios de Alexander do né trevo na
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equacdo (4.4) e do né oito na equacdo (4.6) conclui-se que sdao

distintos e, portanto, esses dois nds nao sdo equivalentes.

A apresentacdo do polindmio de Alexander evidencia a
importancia do estudo de polindmios, haja vista que € um
contetido tratado de maneira bastante tedrica no Ensino Mé-
dio e que sempre gera discussdes acerca de sua aplicabilidade.
Assim como o determinante, o cédlculo deste invariante pode
se tornar imenso se utilizarmos nés com muitos arcos € cru-
zamentos, logo, é recomenddvel que os trabalhos em sala de
aula sejam conduzidos através de comparagdes com o trivial,

0 trevo € o oito.

A Teoria dos N6s € uma drea de colossal complexidade
e amplitude cientifica. A pretensdo deste modesto livro é, so-
mente, apresentar notas introdutdrias didaticamente adaptadas
para o ensino bdsico que, obrigatoriamente, preservam uma

gigantesca distancia em relacdo ao amago do tema.
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Posfacio

O propésito basilar deste livro € apresentar ao leitor al-
guns topicos da Teoria dos Nds, um ramo da Topologia tra-
tado nas esferas elevadas do mundo cientifico, mas que pre-
serva algumas conexdes com a Matemadtica do ensino basico.
Dessa maneira, propde-se uma leve interligac@o curricular en-
tre a Geometria e Algebra do Ensino Fundamental e Médio e

a Matematica do Ensino Superior.

A construgdo deste texto introdutério materializa, na di-
mensao existencial da docéncia, a necessidade de resgatar o
ensino de Matemadtica da centralizacdo institucionalizada na
solidez dos curriculos. Entende o autor, tratar-se de um dever
do mestre provocar a constante discussdo curricular na espe-
ranga de alcar a exceléncia de aprendizagem. Desta forma,
o saber cientifico é prima ratio deste trabalho, cuja inspira-
¢do emana do etéreo mundo das abstra¢cdes matematicas e sua

aplicabilidade as mais variadas dreas do saber humano, espe-
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cificamente, a Teoria dos N6s que estuda uma classe especial
de curvas no espaco e detém ligacdes com a Quimica, Fisica e
Biologia. Constrdi-se, dessa inquietagdo, um legitimo pionei-
rismo ao promover o acesso do aluno de Ensino Fundamental
e Médio a este livro, que consubstancia com o desejo do au-
tor de inserir na escola bésica estudos de ampla competéncia

matematica.

Para concluir, € preciso ressaltar que a enorme complexi-
dade do tema ndo supera a obstinacdo de introduzir o saber
cientifico de alto nivel nas escolas. Com a criteriosa esco-
lha de tépicos e a devida adaptacio didética é perfeitamente
possivel trabalhar a Teoria de N6s no Ensino Fundamental
e Médio, potencializando a aprendizagem em Matematica e
também nas demais dreas do conhecimento que integram o

percurso académico dos alunos.
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